Funkcje analityczne™
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Zasady: Trzeba wybra¢ 5 zadan i zaznaczy¢, ze maja one liczy¢ sie do wyniku z kolokwium.
Pozostate zadania tez mozna rozwiazac¢. Za kazde takie zadanie dolicze 5 punktéw do wyniku z
prac domowych.

Zadanie 1. Oblicz catke
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Zadanie 2. Skonstruuj (zadaj konkretnym wzorem) funkcje holomorficzna f : D — C, dla ktérej
f(D) =P, gdzie D = {|z| < 1} jest dyskiem jednostkowym oraz

P={lal <1, 2£0, Arg(s) ¢ -7, 71}
Uwaga. Funkecje f mozna zadaé jako ztozenie konkretnych przeksztalceni (nie trzeba wowczas tego
ztozenia obliczad).

Zadanie 3. Dana jest holomorficzna bijekcja f : D — S spetniajaca f(0) = 0, gdzie D = {|z| < 1}
jest dyskiem jednostkowym oraz S = {|Imz|, |Rez| < 1} jest kwadratem. Udowodnij, ze dla |z| < 1
prawdziwa jest rownosé f(iz) = if(z).

Zadanie 4. Niech P(z) bedzie wielomianem stopnia n i niech M = maxy<; |P(s)|. Udowodnij,
ze dla |z| > 1 prawdziwa jest nieréwnosé |P(z)] < M|z|™.

Zadanie 5. Niech f : {|z| <1} — CU{oco} bedzie ciagta i meromorficzna na {|z| < 1}. Zatézmy,
ze |f(z)| =1dla|z| = 1. Wykaz, ze f jest funkcja wymierna.

Zadanie 6. Niech ¢, d > 0 beda liczbami catkowitymi i niech
P(2) =2+ a_ep1z T+ Fag1 2 4 27

gdziea; € Cdlai € {—c+1,...,d—1}. Wykaz, ze dla kazdego € € (0, 1) istnieje M. > 0 takie, ze
dla wszystkich zespolonych liczb 7 spetniajacych |7| > M. réwnanie P(z) = 7 ma doktadnie d + ¢
parami réznych rozwiazan, przy czym c z nich jest zawartych w zbiorze {|z| < €} oraz d w zbiorze

{l2l > 71

Zadanie 7. Zatézmy, ze
f(2)=) anz", a0,
n=0

ma promien zbieznosci 1. Wykaz, ze nie istnieje ¢ > 0 o nastepujacej wtasnosci: istnieje funkcja
holomorficzna F': {|z| < 1} U {|z — 1| < e} — C taka, ze F|{.j<1y = f.



